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� � 摘 � 要: � 最近 Koy 提出一种质量优于 LLL规约基的原�对偶规约基,但没有给出该规约基与最小元比值因子的

上界和下界.本文首先分析了原�对偶规约基的性质,然后给出并证明了原�对偶规约基与连续最小元比值因子的上界
和下界,最后用原�对偶规约基改进 Babai的近似 CVP 算法 � � � 舍入算法,提高了其近似因子.
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Abstract: � Recently Koy propo sed primal�dual bases which have better quality than LLL�reduced bases in high�dimensional

lattice, but his efforts did not take into account the low and upper bounds for the ratio s of primal�dual bases to successive minima.

In this paper some useful properties of Koy s primal�dual bases are analyzed and then the low and upper bounds for the ratios of

primal�dual bases to successive minima are introduced and proved. At the end, the Round�off algorithm for the approximate�CVP is

improved using primal�dual bases and its result has a better approximation factor than L. Babai s.
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1 � 引言

� � 格基规约理论主要研究如何从格的所有基中找出
一组含短向量的规范基[ 1] .虽然对格基规约理论的研究

已有 100多年,并取得了很多重要结果, 但是在高维格

上一直没有取得维数多项式时间算法的满意结果.上世

纪 80 年代, A. K. Lenstra、H. W. Lenstra 和 L. Lov�sz 等人

发表了著名的 LLL规约算法,在高维格上才取得了较好

的规约效果, 使得格理论在现代密码学和密码分析学

中,得到迅速的推广应用,成为人们研究的热点. LLL规

约算法可以看作HKZ 规约算法的推广,它降低了HKZ

规约算法的条件,降低了输出质量, 输出一组近似最短

向量规约基,以保证能在多项式时间内求解.为了提高

LLL规约算法的输出质量,人们提出了一些近多项式时

间算法,有1987年 Schnorr在文献[ 2]中提出的 ��BKZ规

约算法和 Koy在文献[ 3]中提出的原�对偶规约算法等.

对原�对偶规约算法, 2006 年 Schnorr在文献 [ 4] 中作了

进一步优化改进.

连续最小元是格上一个重要的概念,有着广泛的应

用.人们常用规约基与连续最小元比值作为一项衡量规

约算法质量的重要指标[ 5] . 早在 1938 年Mahler就给出

了HKZ规约基与连续最小元比值因子的上界[ 6] , 之后

直到 1990年, J. C. Lagarias等人才给出HKZ规约基与连

续最小元比值因子的下界[ 7] . Lenstra等人在文献[ 8] 中

给出 LLL规约算法的同时,给出了 LLL规约基与连续最

小元比值因子的上界和下界.记为 b1 , !, bn 格L 的一

组带参数 �LLL 规约基, 他们证明有  1- i ∀ # bi #2∃

!i ( L) - 2 ∀  n- 1,其中,  = 1/ ( �- 1/ 4) . Schnorr在其提出

��BKZ规约基 7年后,才给出了该规约基与连续最小元

比值因子的上界和下界[ 9] . 人们自然会问,对于 Koy提

出的原�对偶规约基,其与连续最小元比值因子的上界

和下界又会是多少呢?

Koy在文献 [ 3] 中给出了原�对偶规约基长度亏损
( length defect)的上界, Schnorr在文献[ 4]中取得了比 Koy

更紧的长度亏损上界, 但是他们都没有给出原�对偶规
约基与连续最小元比值因子的上界和下界.本文首先把

LLL规约基的一些重要性质推广到原�对偶规约基上,

在此基础上,提出并证明了原�对偶规约基与连续最小
元比值因子的上界和下界.最后,作为原�对偶规约基性
质的一个应用实例,用原�对偶规约基改进 Babai 的近似

CVP算法[ 10] , 证明在原�对偶规约基上舍入 ( Round off)

算法近似因子为 ( 1+ ( 2n ) 3
n- 1
2 ( 3 / 4 )

n / k - 1
2 ) . 当 �取

3
4

,  = 2 时, 比 Babai 的 舍 入 算 法 约 提 高 了
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(1- 1/ k)
n
2
倍.

2 � 相关知识和记号

2�1 � 定义和记号
设 B= [ b1 , !, bn] , b 1, !, bn % Rm ( n ∀ m)是 n 个

线性无关的实向量,集合 L ( B) = &
n

i= 1

x ibi | x i % Z 是

一个格.向量 bi (1 ∀ i ∀ n)称为格 L 的基向量,矩阵 B

称为格L 的基矩阵. 格 L 的维数 dim( L )为基向量个数

n.记 di= det( [ b1 , !, bi ]
t [ b1, !, b i ] ) ,格 L 的行列式

det( L) = det( BtB) 1/ 2= d 1/ 2
n .向量 b % Rm 的长度为#b #

= | btb | 1/ 2.

设格 L 的一组基为 b1 , !, bn % Rm ( n ∀ m) , 秩为

n,第 i 连续最小元定义为: !i ( L ) = inf{ r | dim( span( L ∋

 B( o, r ) ) ) (i } ,这里  B ( o, r ) = { x % Rm| #x # ∀ r } .显

然, !i 是格L 中所有最短非零向量的长度. 规约基的长

度亏损定义为#bi #/ !.

Hermite 常 数 ∀n 定 义 为: ∀n = sup { !1 ( L )
2 ∃

det( L) - 2/ n : !L, dim( L ) = n} . 目前已经知道 n ∀ 8 的

Hermite常数的值. ∀2
2=

4
3

, ∀3
3= 2, ∀4

4= 4, ∀55= 8, ∀6
6= 26/

3, ∀7
7= 26 , ∀8

8= 28,且 ∀n ∀
2

3
n, n (2.

对格 L 的一组基 b1 , !, bn % Rm 进行标准 Gram�
Schmidt正交化, 通过递归循环: b*

1 = b1和 b*
i = bi-

&
i- 1

j = 1

#i , jb
*
j ,可以得到一组 GSO 向量 b

*
1 , !, b

*
n % R

m
,这

里 #i, j = )bi , b*
j ∗ #b *

j #2 , i > j , 为 GS 系数. 显然,

det( L) = +
n

i= 1

#b*
i #.

定义正交投影 ∃i : R
m , span( b1 , !, bi- 1)

− ,这样就

有. b- ∃i ( b) % span( b1 , !, bi- 1) .记 Li= ∃i ( L) = ∃i ( L

( bi , !, bn) ) = L( ∃i ( bi ), !, ∃i ( bn) ) ,有 dim( L i ) = n-

i+ 1,其一组基 ∃i ( bi ) , ∃i ( bi+ 1) , !, ∃i ( bm ) ,有 ∃i ( bi )

= b*
i 和 ∃i ( bj ) = b*

j + &
j- 1

k= i

#j , kb
*
k .

称矩阵 Q % Rm . n
是等距矩阵,如果对任意 x, y %

Rm , )Qx , Qy∗= )x, y∗= xty. 格基矩阵 B % Rm . n的 QR

分解 B= QR 由一个等距矩阵 Q % Rm. n和一个有正对

角元素的上三角矩阵 R= [ r 1, !, rn] = [ r i, j ] % Rn. n组

成.对矩阵 B 实施等距变换时,矩阵 R 保持不变.我们称

矩阵 R 是 B的几何标准型(GNF), R= GNF( B) .根据矩

阵 QR分解的性质可得 Gram�Schmidt系数 #j , i= r i, j / r i, i ,

并且 r i, i= #b*
i #( b *

i 为向量 bi 对应的Gram�Schmidt正

交化向量) ;同时还有#bi #2= &
i

j = 1

r 2
j , i, #b1 #= r1, 1.

2�2 � HKZ和 LLL规约基

设 B为格的一组基,对任意一个么模矩阵 U, 有

B/= BU也是格L 的格基矩阵. 在所有这些格基中, 根

据实际应用的需要,通常把近似垂直的、短的格基认为

是好的格基,也是我们常说的规约基. 目前人们定义了

多种不同规约基, 其中两个较重要的规约基是HKZ规

约基和 LLL规约基.

格基 B % Rm . n是HKZ规约基,如果满足下面两个

条件:

| r i, j | ∀
1

2
r i, i, � 1 ∀ i< j ∀ n ( 1)

#r i, i #= !1( L i ) , � i= 1, !, n ( 2)

Kannan 和Schnorr分别给出了一个计算HKZ规约基

的指数时间算法,时间复杂度为 O( mnn/ 2+ o( n )) , 这是目

前计算HKZ规约基比较有效的算法.

格基 B是带参数�% (
1
4

, 1]的 ��LLL规约基,如果

满足上面的条件式( 1) ,且满足:

�r2
i, i ∀ r2

i, i+ 1+ r2
i+ 1, i+ 1, � i= 1, !, n- 1 ( 3)

显然,LLL 规约基满足 r2
i, i ∀  r 2

i+ 1, i + 1,  = 1/ ( �-
1
4

) .

通常 �取
3
4

,  = 2. 文献 [ 8]给出了一个计算 LLL规约

基的多项式时间算法和 LLL 规约基的一些性质. Cohen

在文献[ 11]补充了 LLL规约基的一些有用的性质.

3 � 原�对偶规约基

3�1 � 定义

格 L= L ( QR)的对偶格定义为:

L/= { z % span( L ) | z t y % Z, ! y % L} ( 4)

因为有( QR- t ) tQR= R- 1 QtQR= R- 1 R= In 所以

L/= L ( QR
- t

) .设转置矩阵 Uk=

1

!
1

% Zk . k
, Uk 可

以通过右乘或左乘矩阵 B % Rm . n使其列或行发生翻

转.称 B/= QR- tUn 为格基 B= QR 的(互逆)对偶基.

(互逆)对偶基有 ( B/)/= B, 其几何标准型 GNF R/=

UnR
- t

Un .格基 B= [ b 1, !, bn ] ,其(互逆 )对偶基 B/=

[ b 1/ , !, bn/ ] ,有:

)bi , bn- j + 1/ ∗= )bi/ , bn- j+ 1∗= �i, j , �i, j =
0, � i 0 j

1, � i= j

( 5)

对应几何标准型 R= [ r i, j ]和 R/= [ r i, j/ ]有:

r i, i= 1/ rn- i+ 1, n- i+ 1/ � ( i= 1, !, n) ( 6)

原�对偶规约基的规约是分段进行的. 设段大小为 k, n

= hk.对格基 B= QR, R= [ r i, j ] 1 ∀ i, j ∀ n , 记格基第 l 段

Bl= [ bkl- k+ 1, !, bkl ]在格基 B几何标准型 GNF R 中对
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应的子矩阵分别为 Rl 如下:

Rl= [ ri , j ] kl- k< i, j ∀ kl % Rk . k , kl ∀ n ( 7)

定义 1[ 4] � 格基矩阵 B= QR % Rm . n , n= hk 是( k,

�)原�对偶规约基 ( � % ( 1/ 4, 1] ) , 如果它的 GNF R=

[ r i, j ] 1 ∀ i, j ∀ n满足下面两个条件:

(1) R1, !, Rh ∀ R 都是HKZ规约的

(2) #r 2
kl, kl ∀  r2

kl + 1, kl+ 1, l= 1, !, h- 1

其中, #r2
kl , kl为所有 GNF( RlU) = [ ∃r i, j] kl - k < i, j ∀ kl中最大的

∃rkl , kl ,  = 1/ ( �-
1
4

) .

显然,当 k= 1时,原�对偶规约基为��LLL 规约基.

由式(6)和定义 1的条件 2易知,原�对偶规约基B 的对

偶基B/也满足定义 1的条件 2. Koy 给出一个时间复杂

度为 O( ( n4+ n 2( 2k ) k+ o( k) ) logM)且参加运算的数位长

为 O( nlogM)的原�对偶规约算法,其中 M 为基向量的

最大长度
[ 4]

.

3�2 � 性质

性质 1 � 格基 B= [ b1 , !, bn] = QR % Rm. n是格L

的一组 ( k, �)原�对偶规约基, n= hk, 对 1 ∀ j ∀ i ∀ n,

有#b *
j #2 ∀ ( 4/ 3) i- j ( 3 /4) d # b*

i #2, 其中,  = 1/ ( �

-
1
4

) , d= 1 i / k�- 1 j / k�.

证:因为#b *
i #= r i, i, 所以只需证: r2

j , j ∀ ( 4/3) i- j

(3 / 4)
d
r
2
i, i.

当 d = 0 时, r j , j , ri , i 同 属 于 一 个 Rl =

[ ri , j ] kl- k< i, j ∀ kl % Rk . k, kl ∀ n, 由定义 1 条件 1 知, Rl

是KZ规约的,所以对 Rl 中任一元素 rv, v, kl- k< v<

kl ,有 rv, v ∀ rv, v+ 1 ,于是有

r 2
v, v ∀ r2

v, v+ 1= r2
v+ 1, v+ 1+ #2

v+ 1, vr
2
v, v ∀ r2

v+ 1, v + 1+
1
4

r2
v, v

即 r 2
v, v ∀

4
3

r2
v+ 1, v+ 1, kl- k< v< kl .所以

r 2
j , j ∀ ( 4/3) i- jr2

i, i= ( 4/3) i- j ( 3 / 4) dr 2
i, i

当 d= 1时, 令 u= 1 j / k�,则 rj , j , ruk , uk同属于 Ru ,

ruk+ 1, uk+ 1 , r i, i同属于Ru+ 1 ,于是有

r2
j , j ∀ ( 4/ 3) uk- jr2

uk, uk , r2
uk + 1, uk + 1 ∀ ( 4/ 3) i- uk- 1r2

i, i

由定义 1条件 2知, r2
uk, uk ∀  r2

uk+ 1, uk+ 1,得

r2
j , j ∀ (4/ 3) i- j- 1 r 2

i, i= ( 4/ 3) i- j (3 / 4) dr2
i, i

同理, 当 d > 1 时, 有 r 2
j , j ∀ ( 4/ 3) i - j- d dr2

i, i = ( 4/

3) i - j ( 3 /4) dr2
i, i .

性质 2 � 格基 B= [ b1 , !, bn] % Rm . n
是格 L 的一

组( k , �)原�对偶规约基, n= hk ,对任意 i , 1 ∀ j ∀ i ∀ n,

有# bj #2 ∀ ( 4/ 3) i- 1( 3 / 4) d- 1 #b*
i #2,其中,  = 1/ ( �

-
1
4

) , d= 1 i / k�.

证:令 u= 1 j / k�, s = j - ( u- 1) k. 由 Gram�Schmidt

正交化公式和 | #jp | ∀
1
2

, 得 # bj #2 ∀ # b*
j #2 +

1
4 &

i- 1

p= 1

#b *
p #2 . 根据性质 1 有

#bj #2 ∀ #b*
j #2+

1
4

#b*
j #2 &

s- 1

p= 1

( 4/3) p+
1
4

#b*
j #2

&
u- 1

g= 1

[ (3 / 4) u- g( 4/ 3) j - gk &
k

p= 1

(4/ 3) p- 1]

把 1/ 4变为( 4/3) - 1(4/ 3- 1)后, 与两个求和式相乘,整

理上式得

右边= # b*
i #2+ #b*

j # 2[ (4/ 3) s - 1- 1]

� + # b*
j #2 &

u- 1

g= 1

{ (3 / 4) u - g (4/ 3) j- gk- 1[ (4/ 3) k- 1] }

= # b*
j #2+ #b*

j # 2[ ( 4/ 3) s - 1- 1] + # b*
j #2 (3 / 4)

� (4/ 3) s - 1 [ (4/ 3) k - 1] &
u- 1

g= 1

[ ( 3 - 4) ( u - 1) - g

� (4/ 3) ( u - 1- g ) k ]

= # b*
j #2+ #b*

j # 2[ ( 4/ 3) s - 1- 1] + # b*
j #2 (3 / 4)

� (4/ 3) s - 1 [ (4/ 3) k - 1]
(3 / 4) ( u- 1) ( 4/ 3) ( u - 1) k- 1

(3 / 4) (4/ 3) k - 1

因为  = 1/ ( �- 1/ 4) (4/ 3,所以有

# b*
j #2 ∀ # b*

j # 2+ # b*
j # 2[ (4/ 3) s- 1- 1]

+ # b*
j # 2(4/ 3) s- 1[ (3 / 4) ( u- 1) (4/ 3) ( u- 1) k - 1]

= # b*
j # 2+ # b*

j # 2[ (4/ 3) s- 1- 1] + # b*
j # 2

� [ (3 / 4) ( u- 1) (4/ 3) s + ( u- 1) k- 1- (4/ 3) s- 1]

= (4/ 3) j - 1 (3 / 4) u- 1 #b*
j # 2

再根据性质 1,有

#bj #2= (4/ 3) j - 1(3 / 4) u- 1 #b *
j #2

� ∀ ( 4/ 3) j- 1( 3 / 4) ( u- 1)( 4/ 3) i- j ( 3 / 4) d- u #b*
i #2

即#bj #2 ∀ (4/ 3) i- 1( 3 /4) d- 1 #b*
i #2.

性质 3 � 格基 B= [ b1, !, bn] % Rm . n是格L 的一

组( k, �)原�对偶规约基, n= hk ,有# b1 # ∀ ( 4/ 3)
n- 1

4

( 3 / 4)
h- 1

4 det( L) 1/ n ,其中,  = 1/ ( �- 1
4

) .

证:由性质 2,取 j = 1,然后把 i 从 1取到 n 的不等式

连乘得 #b1# 2n ∀ (4/ 3)
&
n

i= 1

( i- 1)

(3 / 4)
k( &

h

d= 1

( d-1) )

+
n

i= 1

# b*
i # 2 =

(4/ 3)
n- 1
2

n
(3 / 4)

h- 1
2

n

det( L) 2 ,得证.

性质 4 � 格基 B= [ b1, !, bn] % R
m . n
是格L 的一

组( k, �)原�对偶规约基, n= hk,有

det( L) ∀ +
n

i= 1

#bi # ∀ ( 4/3)
n( n- 1)

4 (3 / 4)
n( n- 1)

4 det( L) ,其

中,  = 1/ ( �- 1
4

) .

证:左边的不等式为Hadamard 不等式[ 11] ,只需证右

边的不等式.

由性质 2,取 j = i ,然后把 i 从 1 取到 n 的不等式
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连乘得

+
n

i= 1

#bi #2 ∀ ( 4/3)
&
n

i= 1

( i- 1)

( 3 /4)
k ( &

h

d= 1

( d- 1) )

+
n

i= 1

#b*
i #2

= ( 4/3)
n- 1
2 n

(3 / 4)
h- 1
2 n

det( L)
2
,得证.

比值+
n

i= 1

#bi #/det( L)定义为格基的正交亏损 ( or�

thogonality defect) .显然,正交亏损不会小于 1,当且仅当

格基向量均相互垂直时,正交亏损取 1.

性质 5 � 格基 B= [ b1 , !, bn] % Rm . n是格 L 的一

组( k, �)原�对偶规约基, n= hk ,对! x % L ( B ) - { o} ,

有#b 1 # ∀ ( 4/3)
n- 1

2 ( 3 / 4)
h- 1
2 #x #, 其中,  = 1/ ( �

-
1
4

) .

证:令 x = &
n

i= 1

x ibi= &
n

i= 1

x *
i b

*
i , 这里 x i % Z, x *

i % R.

记 imax= max
1∀ i ∀ n

{ x i 0 0} ,则对 i> imax, 有 x
*
i = 0, 由 b

*
i 的

定义易知x *
i
max

= x i
max

0 0,因此

#x #2 (( x*
imax

) 2 #b*
imax

#2 ( #b*
imax

#2

再由性质 2,可得

� � #b1 #2 ∀ ( 4/ 3)
i
max

- 1
( 3 / 4)

1 i
max

/ k�- 1
#b

*
i
max

#2

∀ ( 4/ 3) n- 1( 3 / 4) h- 1 #b *
imax

#2

∀ ( 4/ 3) n- 1( 3 / 4) h- 1 #x #2,得证.

性质 6 � 格基 B= [ b1 , !, bn] % Rm . n是格 L 的一

组( k, �)原�对偶规约基, n= hk, 任给格 L 上 t 个线性

无关向量x 1, x2 , !, xt ,对 1 ∀ i ∀ t 有

#b i # ∀ ( 4/ 3)
n- 1

2 ( 3 / 4)
h- 1

2 max{ #x1 # , # x2# , !, # xt # }

其中,  = 1/ ( �- 1
4

) .

证:令 xi= &
n

j = 1

x ijbi , i= 1, 2, !, t ,记 j i�max= max
1∀ j ∀ n

{ x ij

00} ,由性质 5 的证明过程知# b
*
j
i�max

#2 ∀ # xi #2
. 按

j 1�max ∀ j2�max ∀ ! ∀ j t�max重新排序 x1 , x2 , !, xt . ! i %

{1, 2, !, t } ,由于 x 1, x 2, !, xi 线性无关,因此,必有 i

∀ j i�max.再由性质 2,可得

#b i #
2 ∀ ( 4/ 3)

j
i�max

- 1
( 3 / 4)

1j
i�max

/ k�- 1
# b

*
j
i�max

# 2

∀ (4/ 3) n- 1(3 / 4) h - 1# b*
j
i�max

# 2

∀ ( 4/ 3) n - 1 (3 / 4) h - 1max{ # x1 # 2, # x2# 2, !, # xt # 2} ,得

证.

4 � 原�对偶规约基与连续最小元

� � 本节首先分析原�对偶规约基向量与连续最小元的
关系不等式,然后再分析原�对偶规约基 GSO向量与连

续最小元的关系不等式.

定理 1
[ 4] � 格基 B= [ b 1, !, bn] = QR % Rm . n

是格

L 的一组( k , �)原�对偶规约基 ( � % ( 1/ 4, 1] ) , n = hk,

则有# b1 #2 ∀ (  ∀2
k )

h- 1!2
1( L ) ,其中, ∀k 为Hermite 常

数,  = 1/ ( �-
1

4
) .

证:由 Rl 和其对偶 Rl/ 都是 HKZ 规约的, 易得

!21( L( Rl/ ) ) / D/1/ k
l = D1/ k

l / #r2
kl , kl ∀ ∀k ,即 D 1/ k

l ∀ ∀k#r 2
kl, kl=

∀k / !
2
1( L ( Rl/ ) ) .

由 Rl+ 1是HKZ规约的得 !2
1( L ( Rl+ 1) ) = r2

kl+ 1, kl+ 1

∀ ∀kD
1/ k
l + 1.

合并上两式和定义 1 条件 2,得 D1/ k
l ∀  ∀2

kD
1/ k
l+ 1, l=

1, !, h- 1.

因为 R1是HKZ规约的,所以有 #b1 #2 ∀ ∀kD
1/ k
1 ∀

∀k (  ∀
2
k )

l- 1D 1/ k
l , l= 1, !, h ,把 l 从 1到 h 的不等式相

乘,取 h 次根,得# b1 #2 (∀k (  ∀
2
k )

h- 1
2 det( L ) 2/ n .

同理,对偶基 B/有 #b1/ #2 ∀ ∀k (  ∀
2
k )

l - 1( Dl/ ) 1/ k ,

l= 1, !, h ,即得 #r 2
n , n (∀- 1

k (  ∀2
k )

- ( l- 1)
( Dh- l )

1/ k
, l= 1,

!, h ,把 l 从1 到 h 的不等式相乘,取 h 次根,得 #r 2
n, n (

∀- 1
k (  ∀2

k)
- h- 1

2 det( L )2/ n .

所以#b1 #2 ∀ ∀2k (  ∀
2
k )

h- 1#r 2
n , n .该结论可以推广到

格 L 的子格L s= [ b1 , !, bkl ] , l= 1, !, h- 1上,得

#b 1 #2 ∀ ∀2
k (  ∀

2
k )

( l- 1)- 1#r2
kl, kl ∀ (  ∀2k )

l- 1r 2
kl+ 1, kl+ 1 ,

l= 1, !, h- 1

另一方面,设格 L 的最短向量 x= &
n

j= 1

x jbj 0 0, 设 xmax=

max{ j | x j 00} .

当 x max ∀ k 时, 显然有 # b 1 #2
= !2

1 ∀ (  ∀2
k )

h- 1∃

!21( L) .

当 kl< x max ∀ kl+ k ,有 r2
kl + 1, kl+ 1 ∀ # ∃kl+ 1( x ) #2

∀ !1( L) ,得#b1 #2 ∀ (  ∀2
k )

h- 1!1( L) .

定理 2 � 格基 B= [ b1, !, bn] % Rm . n是格L 的一

组( k, �)原�对偶规约基 ( � % ( 1/ 4, 1] ) , n = hk, 则对 1

∀ i ∀ n 有 ( 4/ 3) 1- i ( 3 / 4) 1- d ∀ # bi #2/ !2
i ( L ) ∀ ( 4/

3)
n- 1

( 3 / 4)
h- 1

,其中,  = 1/ ( �-
1
4

) , d= 11/ k�.

证:根据 !i( L)的定义知,在格 L 中至少有 i 个线性

无关向量的长度不大于 !i ( L ) ,设这 i 个线性无关向量

为 xi, !, xi ,则有 !i ( L ) (max( #x 1 #, !, #xi # ). 由

性质 6 得

#bi #2 ∀ ( 4/ 3) n- 1( 3 / 4) h- 1max{ # x1 #2, # x2 #2,

!, #xi #2}

∀ ( 4/ 3) n- 1( 3 /4) h- 1!2
i ( L )

右边不等式得证.下面证左边不等式:

因为 !2i ( L) ∀ max{ # b1 #2 , #b 2 #2 , !, # bi #2} ,

所以由性质 2 得
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� � !2
i ( L) ∀ ( 4/ 3) i- 1(3 / 4) d- 1 # b*

i #2

∀ ( 4/ 3) i- 1(3 / 4) d- 1 # bi #2

不等式左边得证.

推论 1 � 格基 B= [ b1 , !, bn] % Rm . n是格 L 的一

组( k , �)原�对偶规约基( �% ( 1/ 4, 1] ) , n= hk, 则对 1

∀ i ∀ n 有( 4/ 3) 1- i ( 3 / 4) 1- d ∀ # b*
i #2/ !2

i ( L ) ∀ ( 4/

3) n- 1(3 / 4) h- 1,其中,  = 1/ ( �-
1
4

) , d= 1 i/ k�.

由定理 2和#b
*
i #2 ∀ # bi #2

,易得推论 1.

5 � 原�对偶规约基上的舍入算法

� � 最近向量问题 CVP 是格论中两个最基本问题之

一, Boas在文献 [ 12]和Micciancio 在文献[ 13] 分别证明

了 CVP是 NP�难的.因此,人们在难题上降低约束条件,

进行近似化处理,得到近似 CVP问题. 近似 CVP问题可

以描述为:给定格 L( B)和目标向量 t ,在格 L 中找出一

个向量 x ,满足#x- t # ∀ !min
y % L

#y- t #,其中 !为近

似因子.

基于 LLL规约基, Babai 在文献[ 10]给出了一种求

解近似 CVP的舍入算法:设是格 L 的一组 �= 3
4
的 LLL

规约基, x= &
n

i= 1

xibi % span( b1, b 2, !, bn) ,令 v= &
n

i= 1

[ xi )

bi , u是格L 上离x 最近点,则有#x- v # ∀ ( 1+ 2n( 9/

2) n / 2) #x- u #.下面分析用原�对偶规约基改进 Babai

的舍入算法.

命题 1 � 格基 B= [ b1 , !, bn] % Rm . n是格 L 的一

组( k, �)原�对偶规约基, n= hk ,对! t % { 1, 2, !, n} ,

有# bt #2 ∀ 3n- 1(3 / 4) h- 1 #x- bt #2 ,其中,  = 1/ ( �

-
1
4

) , x % span( b1 , b2, !, bt- 1 , bt+ 1 , !, bn) .

证:设 x = &
n

i= 1

x ibi= &
n

i= 1

x *
i b

*
i , 由 b*

i 的定义易得 x

- bt= &
n

i= 1

vib
*
i , vi= x *

i - #ti.

Babai在文献[ 10]已经证明&
i ( t

vi= ( 2/3) 2( n- t) .又

#x- bt #2
= &

n

i= 1

v
2
i #b

*
i #2 (&

n

i= s

v
2
i #b

*
i #2

根据性质 1有

#x- bt #2(&
n

i= t

[ v2
i (4/ 3)

- ( i - t) (3 / 4) - (1 i/ k�- 1 t/ k�) ] # b*
t #2

((4/ 3) - ( n- t ) (3 / 4) - ( 1 n/ k�- 1 t/ k�) # b*
t # 2 &

n

i= t

v2
i

= (2/ 3) 2( n- t) (4/ 3) - ( n- t) (3 / 4) - ( 1 n/ k�- 1 t/ k�) # b*
t # 2

= (1/ 3) n- t (3 / 4) - ( 1 n/ k�- 1 t/ k�) # b*
t # 2

再根据性质 2有

#bt #2 ∀ (4/ 3) t- 1( 3 / 4) 1 t/ k�- 1 #b*
t #2

∀ ( 4/ 3) t- 1(3 / 4)1 t/ k�- 13n- t (3 / 4)1n / k�- 1 t/ k�

� #x- bt #2

= ( 4/ 3) t- 1(1/ 3) t- 13n- 1( 3 / 4) h- 1 #x- bt #2

∀ 3n- 1(3 / 4) h- 1 #x- bt #2

定理 3 � 格基 B= [ b1, !, bn] % R
m . n
是格L 的一

组( k , �)原�对偶规约基 ( � % ( 1/ 4, 1 ] ) , n = hk, x =

&
n

i= 1

xibi % span( b1 , b2, !, bn) ,令 v= &
n

i= 1

[ x i ) bi, u是格 L

上离 x 最近点,则有 # x - v # ∀ ( 1+ ( 2n) 3
n- 1

2 ( 3 /

4)
h- 1

2 ) #x- u#,其中  = 1/ ( �-
1
4

) .

证:要证#x- v # ∀ ( 1+ ( 2n)3
n- 1

2 (3 / 4)
h- 1
2 ) #x-

u #,只需证#u- v # ∀ (2n)3
n- 1
2 (3 / 4)

h- 1
2 #x- u#.

记 v- x= &
n

i= 1

aibi ,则 ai= [ x i )- x i ,- 1/ 2 ∀ ai ∀ 1/ 2.

因 u, v 均为格L 上的点,所以 u- v也是格L 上的

点,记 u- v= &
n

i= 1

eibi,其中 ei % Z.

记 # embm # = max
1 ∀ i ∀ n

# eibi #, 则有 # u - v # =

n # embm #.

当 em = 0 时, 不等式 # u - v # ∀ ( 2n ) 3
n- 1

2

( 3 / 4)
h- 1

2 #x- u #显然成立.

当 em 00 时, em+ am 00, | em+ am| (
| em|

2
,

u- x = ( u- v) + ( v- x) = &
n

i= 1

( ei+ ai ) bi

= ( em+ am) ( bm- ( -
1

em+ am
&
n

i= 1, i 0m

( ei+ ai) bi ) )

记 y= -
1

em+ am
&
n

i= 1, i 0m

( ei + am) bi ,有 y % span ( b1 , b 2,

!, bm- 1, bm+ 1 , !, bn) ,根据命题 1有

� #u- x #= | em+ am | #bm- y #

(
| em|

2
3

-
n- 1

2 ( 3 / 4)
-

h- 1
2 #bm #

=
| em|

2
3

- n- 1
2 ( 3 / 4)

- h- 1
2 1

n | em|
# u- v #

即# u- v # ∀ ( 2n) 3
n- 1
2 ( 3 / 4)

h- 1
2 # u- v #, 得

证.

可见, 当 �取
3
4

,  = 2 时, 用原�对偶规约基改进

Babai的舍入算法,可以提高原算法的近似因子.

6 � 结论

� � 近年来,虽然许多研究人员都在致力于寻找高维格

的多项式或近多项式时间规约基,但是比较有名的规约
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基只有极少几个[ 14] . Koy 提出的原�对偶规约基是一种
近多项式时间规约基,比 LLL规约基具有更紧的约束条

件,更好的质量.本文把 LLL规约基的一些性质推广到

原�对偶规约基上,取得规约基六个实用的性质不等式.

规约基与连续最小元比值是衡量规约算法质量的一项

重要指标,多数规约基都已对该项指标进行了论证,如

文献[ 7~ 9] .本文在 Koy给出的原�对偶规约基长度亏
损上界的基础上, 进一步给出原�对偶规约基与连续最
小元比值因子的上界和下界,证明原�对偶规约基满足
(4/ 3)

1- i
( 3 /4)

1- 1 i/ k� ∀ #bi #2
/ !2

i ( L) ∀ ( 4/ 3)
n- 1

( 3 /

4) n / k- 1 ,其中,  = 1/ ( �-
1
4

) .作为一个应用实例,本文

用原�对偶规约基改进 Babai 的近似 CVP 算法, 证明在

原�对偶规约基上舍入算法近似因子为 ( 1+ ( 2n) 3
n- 1
2

(3 / 4)
n / h- 1

2 ) ,当 �取
3

4
,  = 2时, 比 Babai的舍入算法

约提高了
3 2
2

3
2

(1- 1/ k ) n
2

倍.Lagarias 等人在文献[ 7]中

给出HKZ规约基与连续最小元比值因子上界和下界的

同时,举例论证了它们是不能再提高的、紧的界.本文没

有进一步论证所给原�对偶规约基与连续最小元比值因
子的上界和下界是不能提高的、紧的界.
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